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Über die 


Enveloppen, welche bei der Bewegung einer 
Geraden längs einer gegebenen Curve 
Ei entstehen. | 
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I dem LXXXII, Bande der Sitzungsberichte der K. Akad. 
d. Wissensch. (II. Abt. Dez.-Heft. Jahrg. 1880) befindet sich eine 
Abhandlung des Herrn Wittenbauer: »Die Theorie der Beschleunig- 
ungskurven.< Dies sind die bei der krummlinigen Bewegung eines 
Punktes in der Ebene von den aufeinanderfolgenden Beschleunig- 
ungsrichtungen gebildeten Enveloppen. Entkleidet man das dort 
behandelte Problem seines mechanischen Charakters, so handelt es 
sich darum, die Enveloppe einer Geraden zu bestimmen, welche 
mit einer gegebenen Curve immer einen nach gegebenem Gesetz 
veränderlichen Winkel bildet. Diese Aufgabe soll im Folgenden 
erörtert werden. | 

Gegeben sei mithin eine Curve y=f(x). Längs dieser, d. h. 
‘die Curve immer schneidend, bewege sich eine Gerade so, dass die 
Tangente des Winkels 4 Fig. 1, welchen die Gerade mit der Curve 
bildet, eine bekannte Funktion der Coordinaten © y des Schnittpunktes 
M, also tangA=F(xy) sei. Es wird die Gleichung der Enveloppe 
dieser Geraden gesucht. 


Sind ferner zwei Curven „=f(x) und n=g(£) gegeben, so 
ist tangA—= F(xy) so zu bestimmen, dass die Gerade QU, welche 
mit der Tangente MP im Punkte M den Winkel A bildet, immer 
Tangente an der Curve y=f(a) ist. Ist endlich n=g(E) und 
tang A gegeben, so wird die Gleichung der ursprünglichen Curve 
y=f(«&) gesucht. | 

Bei der Aufstellung der Gleichungen der Enveloppen werden 
die folgenden Ausdrücke benutzt, 
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Salmon, Anal. Geom. der höheren ebenen Curven, p. 87. Die 
Discriminante der Gleichung 
ee. tr... Tora 
lautet für n=2: 4a, a, —e' 
für n=3: 270, ar +4e, a, — 180,0.,0,0,+ 4a® a «, 
3 
für n—=4: Al12a,«, —30,0, +e) 


2 
— (T20,0,0,+9@, @, a,—27a,e, -1a’a,—20)) \ 


T. 


Die Gleichung der Geraden QU, welche die Erzeugungslinie 
der Enveloppe in einem Punkte M der Curve y=f(x) darstellt, 
lautet 

n—y=tangx(&— x) 
nit ah 
tangae + tangi 
1 —tangr.tangi 


tangx = 


Ist nun tangA= F(xy) gegeben, so hat man 
FH Flen) 
1— f(&). Fey) 
Drückt man auf der rechten Seite y durch x aus, so kennt 
man tang x als Funktion von x und kann daher schreiben 
n—-f)= D(e).(E 2). 
Differentirt man diese Gleichung nach z, so erhält man 


tangx = 


1 + 


“ Pa) —-f@) 
Im Do (x) u 
Durch Elimination von « aus diesen beiden Gleichungen folgt 
die Gleichung der gesuchten Enveloppe 9 (7 &) =. 


Dan 
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Schreibt man die Gleichung der Erzeugenden n—f(2)=r 
(€ — x), so erhält man durch Elimination von x aus dieser Gleichung 
und aus 7=®(«) eine Differentialgleichung, deren singuläre Lösung 
die Gleichung p (n&) = 0 ist. | 

Ist die, gegebene Curve eine Unicursalcurve, d. h. lassen sich 
xy rational algebraisch durch einen Parameter # ausdrücken, und 
ist ausserdem auch F(xy) eine rationale algebraische Funktion, 
dann erhält die Gleichung 

n—y=Pla)($ — a) 
die Form 


2. AP+A, MT +. +Att4=0, 


wobei die A lineare Funktionen von En sind, ao ,K, = n-+ Pi 
&-+ yx Ist. 

In diesem Falle ist die Gleichung der Enveloppe die gleich 
Null gesetzte Disceriminante dieser Gleichung 2. (Salmon, Anal. Geom. 
d. h. ebenen Curven p. 87). 

Wie aus den Gleichungen 1. hervorgeht, ist die Enveloppe 
dann ebenfalls eine Unicursalcurve. 

Ueber den Grad der entstehenden Gleichung lässt sich der 
folgende Satz aufstellen: 

Ist die gegebene Curve darstellbar durch die Gleichungen: 

0,4. +0:T70, 
a5 War LAT Bin SAP TaRE 
b.@-2..-60,t2-4 5, 
4 Be al eoiich 
und ist die für tang x bekannte Funktion rational algebraisch vom 
». Grade oder allgemeiner der Quotient zweier solcher Funktionen 
vom n. Grade, so ist die Enveloppe höchstens 


von der Ordnung 2. In + 1)m — 1} 
und von der Klasse m (n + 1). 


Um dies zu erkennen, muss man den Exponenten w der Gleichung 
% feststellen. Für diese ist nämlich die Enveloppe von der Ordnung 
2(w— 1) und von der Klasse w. (Salmon, Anal. Geom, d.h. C. p. 91). 
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Unter den gegebenen Voraussetzungen erhält ®(x) die Form 
= "+ Q ri. .+Rt+S 
Per Qi. Ei +9, 
wobei PQ.. constant sind. | 
Hiernach erhält die Gleichung der Erzeugungslinie die Form 
| db, +. +b, 
Ye, Fio-her 
Su, +8 a, tr..ta, Pem+..+8 
Per 4.48, ra Der 

Schafft man die Nenner weg, so hat man die Gleichung 2, und 

es st u=m(n-+]). 

Durch die besonderen Werte der in ®(x) vorkommenden Con- 
stanten kann sich der Grad der Enveloppe erniedrigen. Wenn auch 
tangA= F(xy) die ursprünglich gegebene Funktion ist, so kennt 
man doch sofort auch tangx als Funktion von xy. Im Folgenden 
wird hauptsächlich der letztere Funktionswert ins Auge gefasst. werden. 


1. Die gegebene Ourve sei die Gerade 
As+Bytr(t= u 


7 ep 0, also 
(BA, + AA,)c + (BB, + AB,)y-+ (BC, + A(,) 
(BA, — AA,)x+ (BB, — AB,)y+ (BO, — AQ)) 
Die Gleichung 2. lautet 


zo" +la,n+d,E+c)cetlntbetc) 8 


a) tangx = 


tangl —= 


a, 4,—5-B, uw=—-5:B, +6, 
A a 
A A Ü 
02 ne u=ghuTge b, 
Ü 
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Die Enveloppe ist die Parabel 
) R 
4c,&, =n,, Wobei 


a ® 
man bite; gesetzt 1St. 


Ist$ a,=b,,c, —=0, so reducirt sich die Enveloppe auf den Punkt 


= mm). 


er N ar) dee ET ei 
A,2+B,2y+0,y9”? +D,c+E,y+ F, 


Die Gleichung 2. erhält die Gestalt 


so +@an+b,irtre)®®tle,ntbite,)® 
+@n+$+6)=0 


A A? 
,=4A-3B+n-0: 


A AR 
A C A 
A j A 
= -D,+5-8,+3[2.-23.0)) 


Ü % 
N -7#: + 3:0: 


0? 


75:0 


0» =-Fı+%.B, 


A 4A Ü 
nid Ds; za An 3% b, 


A Ü Ü 
Kira ry ehrt: + BAT bo, Co in 9 


Schreibt man die obige Gleichung 


0,2 +0,02 re, ca + =, 


8 
so ist die Enveloppe die Gleichung 4. Grades 
2 3 3 are2 
2a,o, +4o,c, +40, a, 18a, oe ©, —0,a —0. 
Diese Gleichung kann sich nicht auf den 3., wohl aber auf den 
2. Grad reduciren. Da nämlich « =e, constant ist, liefern «' «, 


und a, a die Glieder des 4. Grades. Wäre «, constant, so würde 
daher die Enveloppe vom 3. Grade sein. In diesem Falle ist aber 


a, —=b, —=0, mithin auch c, = = @&, —d,—=0. Es bleibt also nur 


4a,o, —.\. Dies ist eine Parabel, da «, sich auf die Constante 


2—%a, — b, reducirt hat.  Ebensowenig wie auf den 3., kann 


sich die obige Gleichung auf den 1. Grad reduciren, wohl aber kann 
man als Enveloppe wieder einen Punkt erhalten 


Die Enveloppe ist schon dann ein Kegelschnitt, wenn c, = 0 ist. 
Da aber in diesem Falle «, nicht constant zu sein braucht, so kann 
die resultirende Gleichung 


er 2 
4a, &, a 


je nach der Wahl der Constanten A, D,.. jeden beliebigen Kegel- 
schnitt bedeuten. So würde man zum Beispiel einen Kreis erhalten 
unter den Bedingungen 
2 b, n>, 2(b, G, % 5 b,) 
2 2 
a—b, =4la,a, +b,b,): 
en A | 
wobei noch d, = 4, Zu setzen ist. 
Wie aus der Gleichung 4 «, a,=a' direct hervorgeht, ist der 
Kegelschnitt eine Hyperbel, wenn a, =b, =, also «, constant ist. 
Für @,=0 oder a,=b,—=0 erhält man als Enveloppe die 
Parabel 


2 
& == 
4 s°ı @2. 
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Man hat mithin folgende Hauptifälle: 
Die Enveloppe ist ein Kegelschnitt für 


A rn A A? A 
(A: #7 4)-5[B. r 5B.)+ a 4 5 0.)= 0. 


Der Kegelschnitt ist eine Hyperbel für 


A Ü A 
D,-55+5(B.-250.)] 
D, =5B,+3(B, -14.0,)] 

und eine Parabel für 
A A 
A, 5 Pı+ Bl, 
A A 
A,—5-B: +3 (,=0 
oder 
6; 0? 
F,-5.B&+9:0,=0 
Ü 


c) Ist tangx vom 3. Grade, also 


De a 2 u) a 
Asa DB, zii’ 


so erhält die Gleichung 2. die Form 
2 (a7 +b,F+c)2°+.. FW dr) —=0 


4° 
iD: 


tangx = 


A bi, 
s=- 45 Pr+ ml 


A re A: 
= -4+r3 PB - hr Pı 


A 
uga—mb:. 


(Schlabach). 1* 
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Die Enveloppe, welche im allgemeinen vom 6. Grade ist, reducirt 


sich auf den d. Grad, wenn c, =, also 0, = %a, ist. 


Auf den 5. Grad kann sich die Enveloppe nicht reduciren aus 
einem ähnlichen Grunde,‘wie unter b) für den 3. Grad gezeigt ist. 

Schreibt man die Gleichung 2. als Funktion von xy, so lautet 
dieselbe 

A,x—D, y*+(B, I JEY LE, Bye y? 
+(D, —-G,)2y’+42+ 

A und die folgenden Coefficienten enthalten & 7. Die höchsten 

Glieder verschwinden für 


A,=D,—=0 Bb,=4, G=B, D,=(,, 


und die Enveloppe ist dann von der 4. Ordnung. In diesem Falle 
ist auch, wie oben angegeben, 


tangx hat dann den Wert 
y(B,&®+0C,2y+D,Y )+E, 2 
ct(B, 3ö+QC ey + Dix 9) + Br +. 

d) Reducirt sich die gegebene Gerade auf die & Achse, ist 
also y=0, z£=x, so ist die Enveloppe zu suchen für den Fall, 
dass tangx als Funktion des Abscissenabschnittes O P gegeben ist. 

tangx=cx" ergiebt z. B. die Enveloppe 


n-+1 


em 
d)%,; 

Hierher gehört auch die Frage: Bei welcher Curve ist der 
Tangentenabschnitt auf der x Achse immer das » fache der zugehörigen 
Abseisse? 


= 


Aus yo), KenE, tag» = folgt die Differential- 


& di &(1—n) 
Gleichung 2 &, deren Integral ist $*=cn' 


——m 
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2. Die gegebene Curve sei ein Kegelschnitt, dargestellt durch 
die beiden Gleichungen 


gr rattm 

Gb? -+0,64+6 
! _br+bitrb 
y 0 A oA a 7 
A,c+DB,y+C, 
4,2 B,y+C, 
Durch Einsetzen der Werte von xy erhält man 


mp#+pıt+ 
ee Turn 
pr, =A,%+B,b,+C,% 
p,=A, 1 + Bd, +0,c, 
= Aw + B,b.+C,C- 


In 99,9. treten an die Stelle von A, B, C, die Constanten 
A, Bs0;- 


Die Gleichung 2. erhält die Form 
at a0’ +0” ta,tta,—=0. 
Dabei ist 
var - BR — amt %%N 
Rs =4a,Pgt+ a9, —(b,95 + beg1)— (Cr Pa + CoPı)ET (ec, 924 691) 
g—=0MPa + 4ıPı taPo (do Rt dB, gı + 0200) — (Co Pa 
+ Pı ta@P)Stlo lt 6 dı 4%) 
rap, ta, Po — (dogı + d1g0)—CoPı Fe1Po)ET (6091 +61 40)9 
= a,Po — do 4 — CoPo$T 60 10. 


Die Enveloppe ist im allgemeinen von der 6. Ordnung. Sie ist 
von der 4. Ordnung, wenn @,=0 oder @, =0 ist. Dies ist nur 
dann möglich, wenn 9, =, =0 oder u, = 9% —=® ist, d.h. 


A4ıa,+B, a eE oder 4A, + Bu, +0,,=0 
Ze Ba + 0,50 4, +B 5b +0, =0 


a) tangx—= 
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Die einzelnen Kegelschnitte. | 
Die Ellipse lässt sich darstellen durch die Gleichungen 
C=4C05p 
y=bsing 
oder, wenn man die bekannte Substitution 


tang?—=t, cosy= ir sing—= BA 
BT ’ FFIR ve. 
anwendet, durch die Gleichungen 


a ah 
ER 
a 
I IR EHER 
Führen wir die Bezeichnungen ein 
A=n4—$84, +0, 
B=nD,-Etb,-(, 
C=7%—£!0,+a?A, 


so sind die Coefficienten der Gleichung 2. durch folgende Beziehungen 
dargestellt: 


„=0—-aA u. =(0+aA4 
3—2b{B+a(B,—4)$ m=2b{B-a(B, - 4)N 
= 210—2(02B,+ a2 A,)N. 
Die Enveloppe ist von der 4. Ordnung für 
„,=0-—-aAi=0d.h. 
(G, —a4A)n— (O, —-aA)E— all, —aA,)=0 
Diese Bedingung ist erfüllt durch die Werte = «4A, (,=«A4.. 


Ebenso ergiebt a, —=0, also ,=— aA, (,=—aAl, eine 
Enveloppe von der 4. Ordnung. 
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Behält man an Stelle des Parameters # den Winkel bei, 
so ergiebt sich als Gleichung , «a? A,cos®p+ ab(B,— A,)sinpcosy 
— b? B,sin’g+aAcosp+bBsinyg+ (C—a? A,)= 


Ist nun 
B a? a? B 


so erhält diese Gleichung der Reihe nach die einfacheren Gestalten 


12702 4,0829 u —- 4,)sin2p+aAcosy+bBsiny 
+(0— a’ A)=0 


2, “sin2p+aAcosp+bBsing+ 0=0 


3. «Acosy+bBsnytÜü=!0. 


Die beiden ersten Gleichungen ergeben Enveloppen von der 
6. Ordnung, die dritte aber den Kegelschnitt 


a4?+-b?D’—=Ü", 
Dies tritt also ein, wenn 
4,8: = II m Q, 
AT — Fn A,y-+ (3 


tangx = ist. 


Die Hyperbel lässt sich darstellen durch die Gleichungen 


Te SEES ae: 
08 p 1-8: 
oder 
y=btangy y-2l 


Versteht man unter ABC dieselben Ausdrücke wie bei der 
Ellipse, so bleiben «, «, ungeändert, «, erhält den entgegengesetzten 
Wert von «,, «, ist das vorige «,, und «, verwandelt sich in 


— 2{0+ 2(b? B, -— a? A,)}. 
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Es ist also wiederum &,=0 für ,=a4,, 0, =a4;,. Unter 
Beibehaltung des Winkels y erhält man als Gleichung 2. 


(C— a? A,) cos? y+b Bsinpcospy—b? B, sin? 
+ab(B,— 4)sing+aAcosy+ a? A, =0. 


2 
Wenn N I ist, lässt sich cos g wegheben, und 
1 


die Enveloppe ist ein Kegelschnitt. 
Für die Parabel „?=px erhält man als Gleichung 2. 


A,y:+p(B, —4A)y’+pAy:+p: By+ pP?’ (0 — a? A,)=!. 


A,=0 ergiebt eine Enveloppe 4. Ordnung, A,=0, DB, =4, 
den Kegelschnitt 


4AC=pB®. 
Für die 4 einfachsten Werte von tang«: 
1) A,&:;2),.B,y% 3) “ 4) rn 
soll die Gleichung der Enveloppe vollständig angegeben werden. 
Ellipse. 
1) tangxe = 4A, x 
(1? -35 +40’ An +4a’A, —50’y’ = (89) —9n € 
20’ Aber 120° A)E, 
= a” N (8a” 4. = 99’) 
Dabei ist gesetzt 
y=nrad, Has 
3°’) tang x Diy 
{177 —38 +30’ b’ BY — 1’ {807 — 98, — 180’b’ By 
&=b(B, SH) 
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{45 3 +3 PEN 97, — 18a?’ Bi 
1=.ıll tn), ı=05 


y 


4) tung — 1 
GE— 3 +4’ Hr la — 95, „’ 
ln 5, +90 7,— (9a 6% + 125°) 8, — 20° AL Sy} )Y 
nn, &—=0C$ 


Für die Hyperbel erhält man ähnliche Gleichungen, für die 
Parabel 


1) tangx = A,% 
44 {27 +4,24 72 4,n5—27p2 
2) tangx—=B,y 
a a A 
ec 
3) tangz— 


In =Mp0 € een 


=) 


AU, 
4) tangx— 2 | 
pn? = 0 (O1 —p)8. 
Einfache Gleichungen ergiebt noch der Wert 


tang x = C = 
Man erhält nämlich in diesem Falle für die Ellipse und Hyperbel 
{e2d2 82 ta: 7° — ar De (c— Y- FIEBER lC- Dim, 


wobei das untere Vorzeichen für die Hyperbel gilt. 
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Die Enveloppe ist mithin für den Fall der Ellipse die Astrois. 


Alle diese Gleichungen ergeben sich aus den oben angegebenen 


Discriminanten. Wendet man für diesen letzten Fall die Gleichungen 
1. an, so erhält man für die Ellipse die bekannte Gleichungsform 


der Astrois 


n=b(l —c)sin? 


e= a(1- —)cos® p 


und für die Hyperbel 


n=b(l1 —c)tang’g 


Geometrische Beispiele. 


1) Gegeben ist eine Ellipse oder Hyperbel. Welches ist die 


Enveloppe einer Geraden, die mit der x Achse immer den Winkel 


go bildet? 


a 

b 

je: 1 a3y?—+ 63x? 
ab(a—b) xy 


Die Enveloppe ist nach dem vorigen Fall die Astrois 


Ellipse: x=g,tangx = 


{+2 (ab): 2° + 27 (a—b)2 7° 2—0. 


Hyperbel: «=, tang— 7 


SE, a?y?—b’xX 
A en 


1m +3#+658—3(a —b2)Y 
2 {52 +98 418584902 + 202), 


18, 


2) Es werde die Enveloppe "einer Geraden gesucht, welche 
mit einem Kegelschnitt immer den constanten Winkel A bildet. 
Diese Aufgabe ist eine Verallgemeinerung des: Problems der: 


Evoluten. 
Ellipse. 
tangi—=0d 
aady—b?x 
BG ag de 


Die Gleichung der Enveloppe lautet: 
(AH BE Hr OF SÄD+ En HF + en 
seiten mn — 08 
A=30?(a? — br)? + 4a? b? 
B=—3b?! (=—3.«? 
D=8u?b! — 180? (a? — b?)? ab 
—=—9a°b F=—9ab? 
= — 27 ab(a? —b?)d. 
Wendet man die Gleichungen 1. an, so hat man 


m. _adsiny—bcosp 
ET TE asing-+dbcosp 


u — 4® dp | a 
Fr dt Hiaereer Tat Ki 
dp "dx a? "sin®p ( +90tg) 


b? 
1+ 5 cot? p 


o— f'=Jd. 7 
140069 


= ylsin o.; 92008 9) + a0osy 


"= w(0 sin g — sg) +bsing 


{Schlabach), 
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Aus. diesen beiden Gleichungen folgt 
IntE 
a 


— 008.9 —d m sin’p 


Mr DR a on 3 
an ) a sos’y 


Die Gestalt dieser Curven ist für die speziellen Werte 
‚a 
2 
1=45°%., b=N, 5a in Pie. D angeganen 


A=45°%, bein Fig:2 und 


Zur'Diseussion der Curvengleichung können die Ausdrücke dienen 


‚_tang gb 
Y tanggp + b 


2 b 4 
nn =— 


PR 2 P 
ir (a sinp=-+b.cosgy) ( Br a ein COS g) 


Es werde a=1 gesetzt. 
Lässt man g von 0°:bis 90° anwachsen, so hat der zugehörige 
Zweig der Enveloppe Fig. 1 den folgenden Verlauf: 


Die Curve beginnt im Punkte &= n n=+ 5 steigt dann 
{ : i 2 1 
in der Richtung nach der % Achse zu und erreicht, wie aus tang 5 


p = 26° 33, 9 hervorgeht, im Punkte & = 0,537, n—= 0,224 einen 
extremen Wert. Von da ab senkt sich die Curve bis zu der Spitze 


1 N 
y=W, E=—1, an Lässt:man 9 weiter von 90° bis 180° 
zunehmen, so nähert sich die Curve den Coordinatenachsen, erreicht 
im Punkte = 180° — 26°33’,9, &=—0,894, n—=—0,184 einen 


extremen Wert und wendet sich dann von. der y Achse weg bis 

zu dem Punkte = 180° — 15° 125, &=— 0,898, n—= — 0, 092. 
Dieser Punkt ist wieder eine Spitze, wie aus der Gleichung 

21.252 

ee 


ab 
hervorgeht, wobei p, = 180° — y gesetzt ist. 


sing, Ccosp, — 0 
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Von hier senkt sich die Enveloppe bis zu dem Punkte 


1 
EZ 0 =— — = —— 
po 180°, 5 Ei 


Der übrige Teil der Curve ist diesem ‚symmetrisch. 
In Fig. 5 haben sich die Curvenzweige so weit auseinander- 


gezogen, dass die Doppelpunkte verschwunden sind. Die 1. Spitze 
liegt im Punkte 


Je kleiner 5 ist, desto mehr nähert sich die 2. Spitze dem 
Punkte y— 1809, 2. D. furroe= liegt dieselbe im Punkte g—178010. 


Je grösser aber db ist, desto weniger wird der 1. Curvenzweig 
unter die & Achse herab sinken und schliesslich überhaupt nicht in 
das negative Gebiet hereinreicher, und um so kleiner wird ferner 
der Curvenzweig, welcher der % Achse convex zugewandt ist. 


Für a=5b=r erhält man 
n y? 
ne Urn 
Diese Aufgabe ergiebt für die Hyperbel dieselbe Gestalt der 
Gleichung. Die. Constanten sind die folgenden: 
A=—= 4a: b* — 30? (a? + b?)? 
B=—3b! Ü=-+3ua? 
D=—8a:b? + 18abJ* (a? +4 b?)? 
E=-9a?b F=9Yabi, ,F —,27 0 (a? + 5°) 


Wendet man die Gleichungen 1. an, so hat man 


dB +dasiny 
jang#= asinpg—bd 
BIER. a? + b: 5 
a cp arıaVa hal EIER 
Ya 2 2 
ne y—d“ rule 2 


b ab cos’ 
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Für die Parabel erhält man 
DR daR 
tangx—= ET 5 
47 +7 108 pi 36, FE —dpE 0 
7,=2072.09 202,2, 000 
3) Ganz ähnlich ist die Aufgabe: 


Die Enveloppe einer Geraden zu bestimmen, welche durch den 


Endpunkt des Radius vector gezogen mit demselben den constanten 
Winkel & bildet. 


e— 90° ist der Fall der negativen Fusspunktscurven. 
x=Eet Jl tange—=d 


Or tan Or TU 
1—dtang4 4 x2—dy 


Für die Ellipse und Hyperbel hat die Enveloppe die Gleichung 
{A+BE+0n FF =NID+ER+FNY. 
Ellipse: 


tangx —= 


A= 40? (a* 1 b* — a? b?) 
B=—3b? 0=-3a? 
D=d?(25° — a?)(Ia* — (2b? — a?)?) 
K—= — 9b? (2a? —b?) F=— 9a? (2b? — a?) 
manId& &=E+dn 
Für die Parabel lautet die Enveloppengleichung: 
pie =4(ldp—n,)! 
&=itrdn manmdE. 
Durch Einsetzen der Werte 


Masiebesi „Diet 
a RE Tee m 
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erhält man 


reg + pP; !° DL D, IND, 
Y HUGH’ tritt 


p =4, A a rd Ni ES re a DR ee I LE 
2, =2A,0a,0,+20,5,b, +2 F,c,co + B,(a,d, -+a,b,) 
DIN cheat, bc) 
p,=4, (a, +2a,0,) +0, (b, = WALES (e +2c,c,) 
TB, (obs +a; 5, + a, 5u)+ Dilasca ta, ch ta, c,) 

+ E (d,c,+b,c, tb, c,) 
pp, =24A,a,a,+20,56,5, +2F,c,ci + B,(aod, ta, b,) 

| +D, (ac +a,%)-+ Eı (do cı + di c6,) 
Pp,=A, a, Gl b +B ca Perg ttDau HE, Zacn 
In q,9;.. stehen an Stelle von A, B,.. die Constanten A, B,.. 
Die Gleichung 2. hat die Gestalt 
set +. tat, —0 
up mh RM RUN 
sem; but) lm ter )S+ent %)N 
y—=mm+ + bon t+bın+ bg) 
(rt PB tap)Et lo nt at %g)N 
PıPsPs 
94 93 Qa 
\ «@, und «, haben dieselben Werte wie oben 


% und «@, sind wie «, gebaut, doch sind 


P3 Pa a PaPıPo 
und 

G3 42 Qı 92 91 To 

DELL 


N} zu ersetzen durch 


Die Enveloppe ist, im allgemeinen von der 10. Ordnung, für 
P=Q4>0 redueirt sie sich auf die 8. Ordnung. 
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Behält man den Winkel g bei, so wird die Gleichung 2. für 
den Fall der Ellipse 


a? A, cos? g — b? O, Sin? p 
+ a?b(B,— 4,) cos? Ypsin p + a b°(C, — B?) cos p sin? p 
+a?Acos®p+tabBsinycosy-+b?Üsin?y 
taDesyg+bEsnyg+-F=0 
AA Are Di B=nb-:B+4-D, 
C=nQ,-E£0,—-BE D=nD),-ED,-+E 
LE=nrB,—-&2)—-# F=nF,—E&EF.. 


Ist nun 
aA, = —0?(6,=a?b(B, — A,)=ab?(0, — B,) 
oder 
a? a a 
” A,= -- (6, ah 0 — 4, h=4A,—B, 


so redueiren sich die Glieder des 3. Grades auf a? A(sing-+ cos p), 
da cos®p-+- cosp sing + sin®p--singpcos®?y=C0SY-+ Sing. 
In diesem Falle ist die Enveloppe von der 6. Ordnung. 


Die Coeffizienten p»g lauten im allgemeinen Falle für die Ellipse 
und Hyperbel, wobei die untenstehenden Vorzeichen für letztere gelten, 


y=a@AtF,-0eD 9%=2b(FaBtH) 
»,=@®A,+F,+taD, 9, —=2bfaB, -%) 
— 120 4:45 328: 


In 9, g,.. stehen die Constänten A, B,.. Für die Parabel 
hat man 


a —= A, %=p(Bb, —4,) 


Geometrische Beispiele. 
1) Es wird die Enveloppe einer Geraden gesucht, welche sich 
längs eines Kegelschnittes so bewegt, dass der Winkel x immer 
doppelt so gross ist als der zugehörige Tangentenwinkel. 
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ea 


2f 
1-f: 


tangx — 


Ellipse. | 
2a b?xy 


tangx = 
{=} bt 22 — at y? 


L 
2 —coty 
oder =; 
te 
„a cot a | 


Wir benutzen die Gleichungen 1. 
base, 
b , cot Y = 1 


2 /h2 2 "cin8 
a (Ger o-1) sin? 


b? 
, —C60?p +1 
o—-f—=Ictyp" 
ar Da 
23 Ob | 
Diese Werte ergeben 
n=bsin®g 


2a&= 608 p (3 a®— (a? + 5°) cos? y) 
oder 2a&=cosy(e-+ Psin?y) 
a=2.a? — b? B.= a? 5b? 
Wenn man die Gleichung für & quadrirt und dann nach einigen 


Umformungen zur 3. Potenz erhebt, erhält man als Gleichung die 
Enveloppe 


BL a 3 S 
De zart Ppq 
p=3b4(2a—b2) g=3(b!— a‘) 


ß? 
S-1Rrr re. 
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Hyperbel. 
_ 2absing 
a?sin®p —b? 
cos®p a?sin®y--b? 
PP Las sine — D98 
2 cın? 2 
ori 4 za? Sin? g Tb 
a sing a?:sn?py—b? 
n—=—btang?’y 
1 
2a 8= (@— Btang’g) 


da +p Rear 


Durch Elimination von erhält man dieselbe Gleichungsform wie 
vorher. 
Parabel. 


ergiebt 7 —=0, 5, wie auch geometrisch sofort evident ist. 
Setzt man aber «=90 + 27 
Bernd: 


D—=—cut?2r= 
4py 


9 


so erhält man die Enveloppe 


17 p* 
2 
=, das ist 
367? &[9 Fu 
m—pEl— 8). 


Dieselbe Gleichung nur mit vertauschtem &n würde man erhalten 


2 
für die Parabel de und die Bedingung «= 2r. 
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Kreis. Setzt man in der für die Ellipse gefundenen Gleichung 
a=b=r, so erhält man 
= rsin?gp 


= 00sgp(l + 2 sin?) 
oder (4? + 4n? — r)? = 27 rt. 
Dies aber ist die Epicycloide eines Kreises vom Radius 2 wenn 


der rollende Kreis den Radius 1 hat. »Wenn sich also eine Gerade 


längs eines Kreises vom Radius r so bewegt, dass sie mit der «-Achse 
immer den doppelten zugehörigen Tangentenwinkel einschliesst, so ist 
die Enveloppe eine Fpicycloide- des concentrischen Kreises vom 
Er 4 

Radius 5° 

»Dieselbe Enveloppe entsteht, wenn die bewegte Gerade mit der 
x-Achse den doppelten zugehörigen Polarwinkel einschliesst«. 
C=rCOSY a co p 


en 2 ist, hat man tang 27 —  LAAEgR 


Wenn nämlich 
—tang2g. 

Dass <—=2r und x«=2y dieselbe Enveloppe ergeben, ist auch 
geometrisch leicht zusehen. Für «= 2r nämlich wird die Erzeugende 
in irgend einem Punkte construirt, indem man die zugehörige Tangente 
durch ein Lot halbiert und dann den Schnittpunkt desselben auf der 
x-Achse mit dem gegebenen Punkte der Peripherie verbindet. Durch 
diesen Schnittpunkt auf der «-Achse geht aber auch das in der Mitte 
des zugehörigen Radius errichtete Lot. Die aufeinanderfolgenden 


Mittelpunkte der Tangenten liegen auf der Curve 
aa) aR-r) Ha —r)Hr—0. 

2) Hat man überhaupt die Enveloppe einer Geraden zu bestimmen, 
welche bei der Bewegung längs einer Ourve mit der x-Achse inmer 
den doppelten zugehörigen Polarwinkel einschliesst, so ist zu setzen 
»—=2% 

20% 


tangx = tang2 4 —= ge 
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Für die Kegelschnitte erhalten die Enveloppengleichungen unter 
Benutzung der Gleichungen 1. folgende Gestalt. 


Ellipse. 

‚9 +(b°— a’) cos’ 
$ b? — (b? — a?) cos? p 
v2 &@ + Psin?g-Hysinty 
AHEEEHR b? — (b? -— a?) cos? p 


Ha DAM: 


a=uat, P=2a?’?2b’—a’, y=a!—b* 
a=b=r ergiebt wieder die Epicycloide. 
Hyperbel. 
a? + 2b? — b? sin? 
a? + b?sin?p 
ER 1 .«+Pcos? g-+ycostgy 
cos? p a?—- b?sin? 
a=at—bt, P=b’(2a’-+b°), y=—b’(4a?-+ 5°) 
Während hier die Enveloppen von der 10. Ordnung sind, ergiebt 
die Parabel eine solche von der 4. Ordnung. 


n=btang?y 


2»Y 
tangx = — — 
° Yirp? 
+ —ApE— 1897’, —27p 7 —=0 
&,==Pp—2E. 


3) #2=29 ergiebt ebenfalls Enveloppen von der 10. Ordnung. 
z. B. Ellipse. 


n=sin®y(e+ Psin?y) 
28=(c085p (ae, + P,c0s?Y-- yı cost y) 
‚, P=2la—b), 
a,=4a—b, PA, =2(2b—-3a), Yı=4la—b). 


e=( 


Fürtangx—= ctang2g erhält man eine Enveloppe der 6. Ordnung, 


2_ 2 
- a ist. 


b 
wem c—=5, ebenso in dem Falle 2), wenn c= 
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€) Ist tangx eine Funktion des 3. Grades der Coordinaten 
<y, so erhält es die Form 


D,t°+..+2, 

VERA ER ul Ei 

und die Gleichung 2. enthält Z{% als höchstes Glied. Hierher würde 
das Beispiel gehören 


tangx = 


y 3a — y® 


x—39,, ui, z 
Gum 2" 02, — 3y? 


Die Gleichung der Enveloppe kann man in Determinantenform 
als die gleich Null gesetzte Discriminante der Gleichung 2. immer 
angeben, ebenso lassen sich &» leicht als Funktionen von g aufstellen, 
doch sind die hierbei auftretenden Ausdrücke sehr complicirt. 


Sind xy als Funktionen 3. Grades des Parameters Z gegeben, so 
ist die Gleichung 2. bei linearem ® im allgemeiuen schon vom 
6. Grade, doch können auch einfachere Werte auftreten, z. B. 

1) Die gegebene Curve sei dargestellt durch die Gleichungen 


Q 


Die Gleichung 2. lautet 
NP — est +nt+ (mc) =0 
Mm=alc—]). 
Als Enveloppe erhält man 
2 in? — 02 &?)? — 25 (eig) + 27 a‘ ?=0. 
2) Die Curve 4. Ordnung 
= AC0SY 


y=acosysingy 
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ergiebt für denselben Wert von tangx 


a‘ 5 sin?2p— cEsimnpy+n=0. 


Die Enveloppe hat die Gleichung 
(12 b" 38 _ 47) — Ex Der NE —8n), 


ce—1 
EEE u 


b=ia 
3) Für den Fall des constanten A erhält man bei der Astrois 
EERLOPP 
y=rsin®gp 
eine ähnliche Gleichung wie bei der Ellipse und Hyperbel, nämlich 
EN HTER an tan)'=0 


& tere 005 
LIIChE 9 TE y b) 


a—=1-+0? 
Y 


4 
In diesem Falle ist allerdings 

d—tangp _IdVYo— Yy 
I+odtangp Vr+dVy 
eine irrationale Funktion der Koortinaten. 


tangx = 


11: 


Die Gleichung der Enveloppe lässt sich bei unserer Aufgabe in 
einfachster Weise auch in Liniencoordinaten angeben. 


Da die Erzeugungslinie die Punkte En und xy enthält, so 
haben wir 


ve +vy+1il=oO 
wEetvn+1=0, 


also tange = —— Dar 


—E v 
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oder, da Be —= F(xy) gegeben ist, 
vF(zy) +u=)0. 
Eliminirt man daher xy aus den 3 Gleichungen 
y=f(#) 
utrvFlay)=0 
uc+vy+1=0, 


so erhält man eine Gleichung zwischen «v, das heisst die Gleichung 
der Enveloppe in Liniencoordinaten. 


Ist gegeben die Gerade Ax + By+C=0 und tangx als 
Funktion n. Grades, so ist die Enveloppe dargestellt durch 
SL USRRMD 
ub—vA 
- ühd eine Gleichung von der Gestalt 
(vo +B,u)2’+(e, + B,.. Wa" +..—0. 
Ist die gegebene Curve ein Kegelschnitt, so erhält ux -+vy+ 1=0 
die Gestalt 
(ua +vb,+c)i’+uatvb,tc)ttluv, vb, + %)=I, 
wobei die Constanten dieselbe Bedeutung haben wie oben p. 11. 
Ist nun tangx linear, so tritt noch die Gleichung hinzu 
tv)? tun tvVPß)itun +rVPß)—0. 


Ist tangx quadratisch, so ist die hinzutretende Gleichung vom 
4. Grad u. 3. w. 


Für die oben betrachteten Peru: sind die Enveloppenglei- 
chungen die Folgenden: 


1) Ellipse. 
s=9, W+u=(la—b)’u:v? 


Hyperbel. 


se z v» — u: = (a — b)* u? v? 


SE 


x=g, all+vr)w—=(l— bu)’ v? 
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3) tangA=0 constant. 
Ellipse. 
a? (u+vd)?(1—a? u?) +b?(v — du)? (L—b?v%) 
—2abuvlutvd))  — In). 
Für die Hyperbel hat 5b? das entgegengesetzte Vorzeichen, 
ebenso in den folgenden Beispielen. 
Parabel. 
4(dv+ u) +puldu—v)’ -+2pe(du—v)dv+u)=0. 
In Im 
Ellipse. Die Enveloppengleichung ist das Eliminationsresultat 
zweier Gleichungen von der Gestalt 
@C0SY-+ Psiny-—1=0 
«ßsin2p+y?cos®?p+ 0d?sin’py=0. 
Sie lautet 
4a? b?v? (1 — a? u? — b? v?) (u? (a? — b?)— 1) 
— u? (a? (1 — a? u?) + b?(1— b2 v?)). 


Parabel. 
»=90-+2r. 
pv? — (44 pu)?v? —4du=0 
4), 24, 
Ellipse. 
u? ((a? + 52) — a? b? (u? + 0°)) + 4a? b? vo? (1 — db? (u? + ))=0 
Parabel. 


ul +pu? pe @+W)=0. 


III. 


Sind zwei Curven y=f(&) und n—=9g(£) gegeben, so hat man 
für tangA eine solche Funktion zu bestimmen, dass die Linie QU 
immer Tangente an der Curve „= gy(£) ist. Diese Aufgabe kann 
man auch folgendermassen ausdrücken: 


3l 


Die Tangenten einer Curve „ schneiden eine Curve f in den 
Punkten M. Es ist die Tangente des von den Geraden und der 
‘Curve f in den Punkten M gebildeten Winkels als Funktion der 
Coordinaten anzugeben. 

Die hier auftretenden Ausdrücke werden im allgemeinen irrational 
sein. Man kann diese Aufgabe als gelöst betrachten, wenn man die 
Funktion tangx bestimmt hat, da man dann sofort auch 
tang x — tang r 
EN range ange 


Aus der Tangentengleichung 
y—_n=y(E)(@— 8) 
findet man 
$=v(ey), 
mithin hat man 
tang== y (= y, (ey). 
Ebenso kann man aus der Tangentengleichung ungekehrt be- 
stimmen 
«= X($n), 
also tange—=f (x)= X, (En) 
und tangi=X, (En). 


Beispiele. 
1) Gegeben sei eine Curve 
y=f(«) 
und die Ellipse 
=0Cc0SYp 
n= Sing. 
Aus der Gleichung der Tangente 
pP 


y— Psing=— —-cot y(@—acosy) 


& 


oder eysimny+ Pxrcosy=ap 


findet man 


cos _ „PatyVvRateiy’—arß 
re, Br em 


RE VP? x + a: YaBB 
ER: 8? x: + a: y? ’ 
also 
 BratyV Pr ar + at yr — ar? 


ß 
a? y +2V 8 2? + ar y? — 0? ß? 


& 


tangx = — — lg 


Für die Hyperbel hat man entsprechend 


B?ctyV or? y?— ß? x? + a? ß? 
a? y+xV ar y?— P? x? + a? ß? 


tangx—= 


Setzt man für die Ellipse 


a NAD 

tand..— D, so Ist 
b?xzDd,—a”’y® 
tanei=— 2 Du 
Try, Firxo, 


Ist nun die Curve y=f(x) eine zu Y(£) concentrische Ellipse, 
und ist ausserdem 


so hat man 


PB? + a? y? — ß? eG ee — par 
mithin 
PatpyVar—a: 
ey BEYa? — 0? 


tangx —= — 


2) Ist die Curve „=f(x) dargestellt durch 


y-) a —u, 
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so heisst dies: tangx ist als Funktion des Tangentenabschnittes auf 
der x Achse auszudrücken. 
Es sei z. B. gegeben 


(£? Hr) + ln &4 —( 


oder 
E=rcos®p 
n=r(2-+- 005 p)sin g. 
Aus der Tangentengleichung —n=y (E)(x — E) folgt 
ectver ter u 
IT RDEnnaEr ar 
mithin 
2 2 
tangx—=— c0ty = an v 


3) Ist y=x und n=y(E) gegeben, so bedeutet A den Winkel, 
welchen eine unter 45° geneigte und durch den Coordinatenanfang 
gehende Gerade mit den aufeinanderfolgenden Tangenten der Curve 
gp bildet. 

E=r(c0s?o 
n=rsin®g 
giebt die Gleichung 
C(coSp + SINY)=rSiNnYCcosp 
sin?2y9=2«ox 


cSs2p=y1l—4a?x? 


1 — c0s2Y 
ls I | 
also, da sin? tangy Ist, 
tangx = — tangy= rem 
BETHERU PLN 19:93: 0337 


.. %—l 
Eee 
tang Tas) 
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Ist die eine der Curven in Liniencoordinaten gegeben, hat 
man also 


y=f(«) 
yluv)—0, 


so muss man, um tangx = — Fr zu erhalten, « und v» bestimmen 
aus den beiden Gleichungen 
v2 Hvy + l=0 
pluv)—0. 
Ist z. B. die allgemeine Kegelschnittsgleichung 
Au:+2Buv+(lv?+..=0 
gegeben, so erhält man | 
v0? p,v+y=0 
u + Pu try) 
=, =4Ay?—2Bxy+ (a? 
$, = Ex®— Dxy—2Bx-+24Ay 
y,=Fx:—-Ds+A 
ß, = Dy’— Exy+20x--2By 
ya = LyEuyT 
tes oh — 40, Y3 
AV R} —4aYı 
Dieser Ausdruck geht in den früher gefundenen über, wenn man 
statt der allgemeinen Gleichung setzt 


025920: = I—D. 


tangx = — 


IV. 


Ist eine Curve „= g(E) und ein gewisser Funktionswert tang A 
oder tangx gegeben, so ist die ursprüngliche Curve „= f(x) gesucht. 

tangx kann als Funktion von xy, tangA als Funktion von 2 y 
oder £n gegeben sein. 
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1) n=y(E) 
tangx= F(xy) 
Aus der Tangentengleichung 
y-yAEyAR- 9) 


und aus p(£)=F(xy) folgt durch Elimination von & die gesuchte 
Gleichung zwischen = y. 


Beispiele, 


Fe&ay)=0Cay 
ergeben 
POy— 2)’. —=4(a’ —py) 


Aus E=rcos?p 
n=rsin®gp 


Fey)= u 


2 
Toll a 2 — T als ursprüngliche Curve. 


2) n=Yp($) 
tangi= FF, (xy). 
y()—f (@) 
1+-f(@)y(d) 
Durch Elimination von & aus den beiden Gleichungen 
y-yEYyldl— 9 


& Fo Te 
NT TE 


erhält man eine Differentialgleichung in &yy. 


Es ist tangA = 
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Beispiel, 


Es sei 


1 
also tangx—= — 
S Y 


und. 
mu € 


mithin 


Allgemeine Gleichungen. 
Die Entfernung zweier zusammengehöriger Punkte En und xy 


ist ausgedrück durch die Gleichung 
r=V E—o)’+ my)? 


Nun ist nach den Gleichungen 1. 


DE 
& en T 


u, D® —f 
n—-y=®P D 


9 


also 
D®—f „—— 
1) ran LULFO 
ZUNTER 1 
VıIr@=Vi1-tang’x— ., 
®— =tangx — tangr, 
HER gun sin (x — r) er sin A 
C0OSx COST COSxCosT 
p—_ 4tang x _ 1 dx 
aueh 209x008 dr 
Setzt man diese Werte in 1. ein, so folgt 
sini. dx 
cosz dx 
nun ist da _ 7 
cosT 
also 
9) dn="nls 


Versteht man unter ds, das Bogendifferential und unter o, den 
Krümmungsradius der Curve 7=y(£), so ist 


da 081 R 
0] 
So erhält man 
3) ds, _SinA 
0 r 


Ein zweiter Ausdruck für ds, ergiebt sich folgendermassen. 


Wie aus 1) folgt ist 


COS x 
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Differentiirt man diese Gleichung, so erhält man 


= ee 


nad 
COSx C0oSx CoS? x 


An Stelle von dx wird der Wert 2) eingesetzt. 


dE dx 
he ra tangxsinAds. 


dr= 


Da es und BR =ds ist, so hat man 
COSx COST 


dr=ds,—ds Er — tangx sin ) 
COS x 


COST=C0SxC0OSA+SiN« sind, 
also ist der Ausdruck in der Klammer = cos4. 
So hat man 
dr=ds,—dscos4 
oder 
4) ds, =dr+tdscos4, 
hieraus folgt noch 
de=(dr+dscosA)cosx. 
Durch Elimination von ds, aus 3) und 4) erhält man 


5) 0, = en (00:2+5 a 


so dass also eo, als Funktion von xy bekannt ist. 


dtangx dx 1: 0% 1 


u ne dx "dE cos?x dE o,cos®x 


ist, so sind auch 


1- _ C0Ser% dr 
en (cos2+ = 


und die übrigen Differentialquotienten von „ als Funktionen von 
xy bekannt. 

Die Formeln 3) und 4) sind von Herrn Wittenbauer für die 
Beschleunigungscurven auf synthetischem Wege abgeleitet worden. 
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Ist A constant, also dx=dr, so folgt aus 2) 


6) r=osin4. 

Setzt man (dies in 3) ein, so ist 
ds, _ds 
DIA 03 


was auch schon direkt aus dx=dr hervorgeht. 


Für den Krümmungsradius erhält man in diesem Falle 
dr 
0, = (eos + a 
oder, da dr=sinAde ist, 
B ee 
7) 0, =0 (052 + sin ae) 
8) ds, =desinA-+ dscosA. 


